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Problema.1

Problema de trigonometria 1

Volem saber I'altura d’una torre. Observem la torre des d’'un angle de 63°. Retrocedim 10m i 'angle d’elevacid
resulta ser de 35°. Quina és l'altura de la torre?

Problema de trigonometria 2

Des de la placa del poble veig I'església que esta a 60m. Giro el cap 20° cap a la dreta i veig un dipdsit d’aigua
que esta a 75m. Quina distancia separa I'església del diposit?

Activitat 1

Aquesta activitat ha estat extreta del curs D55 Matematiques amb GeoGebra del Departament d’Educacié de la Generalitat de
Catalunya, els autors del qual son: Jaume Bartroli, Pep Bujosa i Antoni Goma

Generacié punt a punt de la grafica d’una funcio

Per elaborar aquesta activitat podeu procedir aixi:

»  Definiu la funcid, per exemple f(x)=(x"3)/8 - x.

»  Com que voldrem moure punts, per assegurar que la funcioé que estudiem romangui fixa i no es desplaci,

cligueu amb el boto dret sobre la definicié de la funcié a la finestra algebraica o sobre la grafica de la funcié a
la finestra grafica i aleshores trieu Propietats i activeu Fixa objecte.

» Definiu un punt sobre I'eix de les x, que sera el punt que mostra el valor de la variable independent que
ens interessa en cada moment. Manteniu el nom A per al punt; després ja el canviareu.

» Definiu a la finestra de comandes un punt B amb I'expressio B = (x(A), f(x(A))). Com ja sabeu, aquest és
el punt que defineix la grafica.

» Accediu a les propietats del punt B. A la pestanya Color doneu color blau a aquest punt. Activeu I'opci6
Activa el trag. A la pestanya Estil feu que la mida del punt sigui 2.

Moveu el punt A i vegeu que tot va per bon cami, tal com ho voliem. Tal vegada observeu que els punts queden
més separats que a la finestra interactiva amb qué heu practicat. Si ho voleu tenir com alla:

»  Accediu a les propietats del punt A com ho feu habitualment. A la pestanya Algebra veureu que hi ha una
casella on es pot establir Increment. Feu proves posant-hi 0.025 0 0.01.

Recordeu, també, que el punt A el podeu moure amb el ratoli o també seleccionant-lo i aleshores maure’l amb
les fletxes de cursor.

Tot seguit dibuixareu els segments que ensenyen, per cada valor de la variable independent, quin és el valor de
la variable dependent i enllestireu els darrers detalls per tenir I'activitat tal com s’ha presentat.
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» Definiu a la linia d’entrada un punt C=(0, f(x(A)))

» Amb 'eina Segment entre dos punts definiu els segments AB i BC. Aneu a Propietats i trieu I'estil de
recta adequat (linia de punts).

»  Funcio: feu que no es mostri l'objecte
»  Punt A: canvieu-li el nom i que sigui Valor
» Punt C: canvieu-li el nom i que sigui Imatge

» Finalment amb I'eina Insereix text creeu un text que sigui Punt de la gréfica. Seguidament modifiqueu les
propietats d'aquest text a la pestanya Posicio perqué tingui com a Punt origen el punt B. Tant les etiquetes
dels punts A i C com aquest text fixat al punt B es poden acabar de situar a ma.

Deseu la feina i experimenteu. Si voleu provar amb una altra funcio, primer de tot haureu de desactivar a la
finestra de propietats de la funcié el Fixa objecte que heu establert per a la funcié i aleshores podreu canviar-la.

Activitat 2

Aquesta activitat ha estat extreta del curs D55 Matematiques amb GeoGebra del Departament d’Educacié de la Generalitat de
Catalunya, els autors del qual s6n: Jaume Bartroli, Pep Bujosa i Antoni Goma

Maxims, minims i punts d’inflexio

Presentem tot seguit una activitat amb funcions polindmiques per a fer visuals els maxims i els minims (extrems
relatius) de la funcié i de la derivada i els punts d'inflexié de la funcié per relacionar-los amb els extrems de la
derivada.

» Per fer la construccid, deixeu invisibles la graella i la finestra algebraica.

» Dibuixeu quatre punts lliscants, de la manera habitual, i feu que no agafin, inicialment, cap valor igual a 0.
Feu que lincrement en cada un d’aquests punts lliscants sigui 1.

» Entreu I'expressio f(x) = a*x"3 + b*x*2 + ¢*x + d, que correspon a la funcié que estudiarem.

» Moveu els punts lliscants i comproveu les diferents formes que agafa la funcid. Feu que els valors dels
punts lliscants siguin: 1, 3, 0i -1 respectivament.

» Entreu el comandament Extrem[f] i quedaran dibuixats els maxims i els minims de la funcio.

» Entreu el comandament f'(x) i veureu la grafica de la funci6 derivada, que s'anomenara g(x). Doneu-li un
color diferent del de la funci6 f(x).

» Entreu el comandament Arrel[g] i veureu com es dibuixen directament els punts de tall de la funcié g(x)
(que és f'(x)) amb I'eix d’abscisses.

» Si dibuixeu uns segments verticals que uneixin cada extrem de la funcié f(x) amb les arrels de la funci6
f(x) quedara més visible la relacié que hi ha entre ells.

» També es podria representar la segona derivada entrant, simplement, f "(x). El que passa és que el grafic
potser quedaria poc clar i gens il-lustratiu. No ho feu.

Per aix0 el que fareu sera relacionar els punts d’inflexié de la funcié f(x) amb els extrems de la funcio f(x).

» Entreu el comandament Puntinflexio[f] i observeu que es representen tots els punts d'inflexié de la funci6
f(x).
» Entreu el comandament Extrem[g] i veureu els extrems de la derivada.
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» Dibuixeu, com abans, els segments verticals que permeten relacionar aquests punts (extrems de la
derivada i punts d'inflexié de la funcid).

Per entrar els rétols de la funcié i la derivada:

» Trieu I'eina Insereix un text i feu clic alla on voleu que es vegi.

» Entreu el text “f(x) = "+f. Acabeu amb Aplica.

» Repetiu el procediment per a la derivada, entrant el text “f(x) = "+ g.
» Acabeu els detalls estetics tal com us interessi...

Activitat 3

Aquesta activitat ha estat extreta del curs D55 Matematiques amb GeoGebra del Departament d’Educacio de la Generalitat de
Catalunya, els autors del qual s6n: Jaume Bartroli, Pep Bujosa i Antoni Goma

Funcio definida a trossos
En moltes aplicacions cientifiques interessa considerar funcions que només estan definides en un interval. Aixo

ho podem aconseguir mitjangant el comandament Funcid, que té com a arguments la funcié i els dos extrems
de 'interval on volem que estigui definida.

» Podeu provar-ho amb f(x) = Funcio[4+sin(3x),0,1].

El nombre pi el podeu escriure aixi mateix (és a dir pi, que és una variable propia del sistema) o amb la lletra
grega (1) cosa que es pot fer amb el mateix desplegable que hem comentat per als exponents o bé amb el
desplegable de les lletres gregues; a diferéncia de les altres lletres gregues, la ™ no serveix per a definir
variables en el GeoGebra.

» Estudieu qué succeeix si demaneu f(0) o bé f(2m) per a la funcié anterior.

En altres ocasions interessa considerar funcions definides a trossos. Aixd passa molt sovint als examens que es
proposen als alumnes de batxillerat. Vegeu-ne un exemple:

Proves d’accés a la Universitat. Curs 2006-2007

Matematiques aplicades a les ciéncies socials

2. Considercu la funcié definida a trossos segiient:
[~dx+a si rE-2
fim=d F=5 5 <2exel
| bx+3 & 1sx

a) Calculeu els valors de a i de b per tal que fx) sigui continua per a tot x.
I} Feu un grific de la funcié obtinguda en 'apartat anterior.

En el GeoGebra la definicié a trossos d’una funci6 s’ha de fer mitjangant el comandament condicional Si[ ].

La sintaxi és la segient:  Si[condicid, valor si es compleix la condicié, valor si no es compleix la condicid],

que és una forma abreujada de la comanda condicional If.else o bé Si..altrament dels llenguatges de
programacio i que es correpon, fil per randa, amb el condicional dels fulls de calcul.

Es important tenir present que dintre del valor si no es compleix la condici6 es pot emprar novament la comanda
Si, cosa que caldra aprofitar per definir una funcié amb tres trossos 0 més, com la de I'exemple.

Constateu que, si s'utilitza la idea dels llenguatges de programacio, la definicié de la funcié és la seglent:
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f(x) = Si x<2 aleshores -4x+a
altrament (que ja inclou -2<x)
Si x<1 aleshores x2-5
altrament b-x+3 (vegeu que s’aplicara quan 1=<x)
fi

Aixi doncs, per a I'elaboracié de 'activitat podeu procedir aixi:
» Feu Fitxer | nou
» Definiu un punt lliscant que pugui variar de -10 a 10. Aquest sera el valor del parametre a.

» Definiu un altre punt lliscant, b, amb els mateixos limits de variacié. Situeu els dos punts lliscants a la
zona que us interessi de la pantalla.

» Ara escriviu a la linia d’entrada la definicié de la funcié d’acord amb les idees exposades:

Sifx< = -2, —4x+a, Si[x<1, x*2-5, b*x+3]]
» Vegeu que el signe de més petit o igual es pot escriure amb els simbols < i = juxtaposats; també teniu el
simbol al desplegable de simbols de la finestra d'entrada de dades. Vegeu també que el producte de b per x

s’ha escrit amb el signe corresponent; es podria escriure també b x amb un espai per representar el
producte perd no bx perque en aquest cas el GeoGebra entendria bx com el nom d’una nova variable.

» Ja teniu la funcié definida i dibuixada globalment, “tota de cop”. Comproveu per exemple els valors f(0),
f(5), f(-5). Observeu les variacions que es produeixen quan modifiqueu els valors dels dos parametres
representats mitjangant els punts lliscants.

Per acabar la presentacio de I'activitat tal com 'hem mostrat:
» Podeu modificar el gruix i el color de la funci6.
» Podeu fer que es destaqui “on és” el punt de la funcié en cada salt:
o Escriviu A=(-2, f(-2))
o Escriviu B=(1, (1))
0 Podeu fer que no es mostrin les etiquetes dels punts i donar-los la mida i el color que convingui.

» D'aquesta manera ja heu vist la possibilitat de definir funcions “a trossos” amb el GeoGebra. Sobre aixo
convé comentar:

Si la funcié només té “dos trossos”, la definicid és més directa que 'exemple estudiat. Es fara amb un sol SI[ ].

Tal com ho hem vist la funcié queda definida correctament i, a més, esdevé un element analitic: podem calcular-
ne directament la derivada o la integral.

Es interessant comentar una manera alternativa de mostrar una funcié a trossos, aprofitant el comandament
Funcid[ ] que ja hem presentat anteriorment.

» Feu Fitxer | Nou
» Creeu com abans dos punts lliscants, a i b, amb valors de -10 a 10.
» Escriviu a la linia d’entrada Funcio[-4 x + a, -200, -2].

» Amb aquesta instruccio estem definint la funcié -4 x + a des de -200 (que fa el paper del -, a efectes
practics) fins a -2.
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» Entreu a continuacio les expressions que corresponen a les definicions dels altres trossos, a saber
Funcio[x"2-5,-2,1] i Funci6[b x + 3, 1, 200].
» Moveu els dos punts lliscants i observeu.

Aquest metode, ben intuitiu i eficag per mostrar la grafica de la funcio, té I'inconvenient que no la converteix en
una funcié “global”. Per visualitzar la derivada, per exemple, també hauriem d’escriure’n la definicié interval a
interval.

De la mateixa manera que hem fet servir els punts lliscants per assignar valors als parametres a i b que
intervenien en la definici6 de la funci6, també es pot definir una funci6 a trossos de manera que el(s) punt(s) de
salt sigui(n) els valors d'un(s) punt(s) lliscant(s). Per si voleu experimentar (i preguntar dubtes, si escau) us
proposem que busqueu amb el GeoGebra, mitjangant una funcié definida a trossos amb I'ajut d’'un punt lliscant,
el valor de a que fa que la funci6 seglent sigui continua :

2_1 six<
f(x):{x S-IX a
X+5 six>a

Activitat 4

Sumes

Anem a fer una construccié que ens mostri la suma d’'un en un, de dos en dos, de tres en tres... | que ho faci
automaticament.

» Inseriu un punt lliscant a que prengui valors entre 1 i 10. L'increment ha de ser d’'1. Aquest punt lliscant
determinara de quant en quant fem la suma.

» Inseriu un altre punt lliscant b que prengui valors entre 1 i 10. L'increment ha de ser d'1. Aquest punt
lliscant permetra considerar les diferents sumes.

» Inseriu un text nou amb I'expressio seguent:
a*(b-1)+"+"+a+"="+(a’)
Observeu que a i b fan referéncia als punts lliscants.
» Canvia el color i augmenta al maxim la grandaria de la lletra.

Anem a provar si funciona. Fixeu el primer punt lliscant a 5. Moveu el segon punt lliscant i observeu com es
visualitzen les sumes de 5 en 5. Canvieu el primer punt lliscant a 3. Moveu el segon punt lliscant i observeu
com es visualitzen les sumes de 3 en 3.

Aquest procés es pot automatitzar.

» Inseriu un punt lliscant ¢ que prengui valors entre 0.1 i 1. L’increment ha de ser de 0.1. Aquest punt
lliscant determinara la velocitat en qué es reprodueixen les sumes.

» Poseu el punt lliscant a 1
» Accediu a les propietats del punt lliscant b i modifiqueu els parametres seglents:

0 A la pestanya Punt lliscant, al parametre Velocitat poseu c, al parametre Repeteix poseu
Creixent.

0 A la pestanya Basic, marqueu Animacié activada i desactiveu Mostrar objecte.
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» A sota dels punts lliscants a i ¢ podeu posar un retol tal i com es veu a la imatge segiient

c=1 a=1
— —— 2+41=3
Velocitat Sumade 1 en

| ja esta.

Si sou prou enginyosos podrieu muntar una activitat de calcul mental en quée primer es proposés la suma i al
cap d’'uns segons es mostrés el resultat.

Si us ha agradat I'activitat, Podeu intentar fer una de semblant amb multiplicacions.

Activitat 5

Gota d’aigua.

Fareu una construccié senzilla i visualment atractiva. Es tracta d'imitar les ones que es produeixen en caure una
gota sobre un liquid.

Comencareu amb una llista de 20 circumferéncies concentriques centrades en el (0,0) i que comencen amb radi
0 fins radi 10 i que es va incrementant de 0,5 en 0,5.

»  Obriu el GeoGebra i comproveu que I'idioma és el catala
» Feu que es vegi la finestra algebraica
» Alalinia d’entrada escriviu:  Sequéncia[Circumferencia[(0, 0), /2], j, 0, 20]
»  Creeu un punt lliscant que prengui valors de 0 a 20 amb un increment d'1, anomenat a.
» Modifiqueu la llista que heu creat de forma que quedi aixi:
Sequéncia[Circumferencia[(0, 0), (j+a)/ 2], ], 0, 2]
» Moveu el punt lliscant. | interpreteu les modificacions que hem fet.
» Aneu a Edita | Propietats i modifiqueu les propietats seguents:
0 Punt lliscant:
= Velocitat: 5
= Repeteix: Creixent
= Animacio activada
o Llista:
= Color: blau fluix
» Modifiqueu el color del fons a blau fosc.

Activitat 6

Producte de nombres naturals.

La construccié és rapida de fer, perd el comandament que s’ha d'introduir us pot resultar complicat. Us
encoratgem a qué intenteu comprendre’l, pero si no us agrada trencar-vos el cap, limiteu-vos a copiar-lo.
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Comencareu creant dos punts lliscants.
»  Obriu el GeoGebra i comproveu que I'idioma és el catala
» Feu que es vegi la finestra algebraica i els eixos de coordenades.

» Creeu dos punts lliscants que prenguin valors de 0 a 10 amb increment 1. En el segon punt lliscant, a la
pestanya Punt Iliscant trieu Vertical.

» Poseu el punt lliscant a per sota de I'eix horitzontal. Poseu el punt lliscant b a I'esquerra de I'eix vertical.
» Inseriu a la finestra grafica el text segient: a+"-"+b+"="+(a*b)
» Modifiqueu la grandaria del text (18), el color (vermell) i negreta.
» Moveu els punts lliscants i observeu el text dinamic.
» Alalinia de comandes escriu:
Sequeéncia[Sequencia[Poligon[(i, j), (i+ 1,j), (i+1,j+ 1), (i,j+ 1)],i,0,a-1],j,0,b-1]
» Moveu els punts lliscants i observeu com es representa graficament el producte dels dos nombres.
» Amagueu els eixos de coordenades

Com modificarieu la construccio per tal que el producte fos de dos nombres parells més petits de 100?

4-3=12

Activitat 7

Nuvol de punts. Correlacio lineal.
L'activitat 6 de la Prova de matematiques per l'accés a Cicles formatius de grau superior de 2009 diu:

La taula segiient mostra la renda per capita (RPC) i index de natalitat (IN) de dotze paisos:
Paisos |A |B |C |D |E |F |G |H |I J |K |L
RPC |3 |3 |4 |5 |6 |5 (7 |7 |8 |9 |9 |10
IN 8 |7 |7 |6 |6 |5 |6 (4 |5 |4 |3 |3
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a) Representa els resultats mitiangant un nuvol de punts i traceu-ne aproximadament una recta de
regressio.

b) Digueu com és la correlacio entre les dues variables (lineal o curvilinia, positiva o negativa, forta o débil)

Anem a resoldre aquesta activitat des del punt de vista de I'alumnat, suposant que el dia de la prova disposa
GeoGebra.

»  Obriu el GeoGebra i comproveu que l'idioma és el catala.
» Almenu Visualitza activeu: Eixos, Finestra algebraica, Full de calcul.

» Alacolumna A del full de calcul introduiu les dades referents al RPC i a la columna B les dades referides
alIN.

» Seleccioneu les cel-les A1:B12. Sobre el rectangle de seleccié cliqueu amb el botd dret. Trieu 'opcid.
Crea Llista de Punts.

Ja heu aconseguit la primera part de I'apartat a: representar el nuvol de punts. Tot seguit representareu la
recta de regressio.

» Seleccioneu I'eina Recta de Regressi6 que es troba en el quart grup d'icones.
» Marqueu un rectangle sobre la finestra grafica que contingui els dotze punts.

Ja heu fet la segona part de I'apartat a: tragar la recta de regressio. L'apartat b el podeu respondre observant
la finestra grafica.

Es evident que la pregunta és facil i rapida de realitzar, i més si ho feu amb GeoGebra. Penseu en dues
preguntes, relatives a aquest enunciat, que podrien sortir en una prova en la qual I'alumne disposés de
GeoGebra. Publiqueu-les en el forum i intenteu respondre les preguntes que han proposat els vostres
companys.

Adreces interessants

Associacié Catalana de GeoGebra: www.acgeogebra.cat

APMCM: www.apmecm.cat

IGC: www.geogebra.es

Grup 4D: www.geometriadinamica.es

Daniel Mentrard dmentrard.free.ff GEOGEBRA/index.htm

Curs D55 actualitzat: http:/gregal.xtec.net/formaciotic/dvdformacio/materials/td55/index.html




